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Niektori autori [1] zastdvaja v podstate ndzor, Ze na kvantitativne opisanie
pradenia kvapalin vo fluidnych vrstvach mozno pouzit koeficient odporu,
v ktorom &islo Re je vyjadrené priemerom c¢astic d a mimovrstvovou rychlos-
tou u, zatial ¢o konStanta imernosti a exponent na é&isle Re odpovedaja hod-
notam, ktoré by patrili k ¢islu Re v pripade padu dastice v neohranidenej
tekutine. Ulohou tejto prace je ukédzat, Ze jestvuju oblasti &isel Re, v ktorych
tato aplikdcia nie je mozna, ¢im sa zdsadne popiera exaktnost uvedenej pred-
stavy.

Kvantitativne vztahy tohto druhu maju niekolko foriem. Najstarsia a najjednoduch-
Sia z nich je v praci R. H. Wilhelma a M. Kwauka [2], ktori z experimentédlnych me-
rani v oblasti 0,3 < Re < 2180 dospeli k uréitym uzadverom. Predpokladaju, Ze prudenie
tekutiny vo vrstvach mozno kvantitativne opisat tymito parametrami: dbytkom static-
kého tlaku 4P, priemerom &astic d, vySkou kompaktnej vrstvy L,, vySkou expandova-
nej vrstvy L, mimovrstvovou rychlostou tekutiny u, rozdielom Specifickych vah vznasky
a fluidizujtceho prostredia g(gos — of), hustotou a viskozitou fluidizujiceho prostredia pg,
resp. u, Specifickym medzerovym objemom ¢ a tvarovym faktorom. V dalSom neberu
tvarovy faktor do uvahy. Z uvedenych parametrov odvodili rozmerovou analyzou Styri
b2zrozmerové kritéria:

Re = L‘Qf, (1a)
u
5 = _"_’Z"° , (1b)
d3 pg AP
Kap= 3,21, (Ie)
_ @posglog—op)

Ukézali dalej, #e pre fluidnt vrstvu je charakteristickd zavislost prvych dvoch kritérii,
ktoré na grafe

logRe proti loge (2)
dévaju pribliZne priamku, vytinajicu na osi logRe usek, ktory sa &iselne rovné &islu Reg,
t. j. hodnote, ktord odpoved4 ustdlenej rychlosti paddu 8astice v neohranicenej tekutine

[3]. Tangens uhla sklonu, ktory zvierali tieto priamky s kladnym smerom osi loge, menil
ss. podla zhodnotenia autorov v medziach 2,5—3,1. Tab. 1 uddva pod hodnotou z,
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tangens uhla sklonu odéitany z grafu na milimetrovom papieri. Graf bol zostaveny podla
hodnét, ktoré udavaji autori vo svojej préaci [2]. Pri ¢éisle 12 v tab. 1 si dve hodnoty
z,, pretoZe na grafe boli dve dobre vymedzené priamky, ktoré sa pretinali pri éisle Re = 5.

Tabulka 1

éislo tab. priemer hustota rozsah |
u Wilhelma castic dastic Gisel z,
a Kwauka mm g.cm—3 Re

4 3,272 1,603 55 — 641 2,3

b 4,419 1,603 92 —1020 2,25

7 5,207 2,351 216 —2180 2,35

9 1,283 10,792 52 — 639 2,8

12 0,510 2,492 0,9 — 35 3,7; 2,7

26 0,287 2,492 0,35— 11 3,7

Na tento vysledok nadvézovali W. K. Lewis a spolupracovnici [4]. Udavaja sice
len malo merani pre fluidizdciu vodou, ale namerali vela sérii fluidizdcie vzduchom.
V niektorych pripadoch fluidizécie drobnych éastic vaduchom dostali na grafickom vztahu
(2) extrapolovanim pri ¢ = 1 znaéne vééSie hodnoty ¢isla Re, neZ si teoretické pre usté-
lent rychlost voIného padu dastice v neohranienej tekutine [5]. AvSak v tych pripadoch,
lkde extrapolované rychlosti sa rovnali teoretickym, dostali na grafe

4gd(og—epy) Z=465

log 3 uigs € proti logRe (3)

¢iaru aplne zhodnu so zavislostou koeficienta odporu od Re pre jedinu éasticu, ktord by
padala v neohranitenej tekutine. Cislo Re sa pri tom menilo v medziach 0,1 < Re < 20.

E. W. Lewis a E. W. Bowerman [6] pouZili experimentélne tdaje doteraz uve-
denych autorov a pri odvodzovani koneéného vztahu vysli z predpokladu, Ze ide o rovnicu

u=u (ksb) , (4)

kde k a b stt kon§tanty a ug je teoretickd rychlost volne padajicej éastice v neohranienej
viskéznej tekutine. Podla vysledkov spracovania experimentilnych hodnét su jednot-
livé oblasti definované takto:

laminéarna oblast 2 = Re,
prechodné oblast 2 < Re = 500,
turbulentné oblast 500 < Re < 1C5.

Pre gulovité castice uizko vymedzenych rozmerov k = 1; b = 0,215, 0,337, resp.
0,430 v jednotlivych oblastiach.
Do tejto skupiny vztahov patri aj empirickd rovnica, ktori udava W. Brétz [7]

v tvare:
CRe? e \Z
({Rez)p = ( €p ) ’ (5)

kde koeficient odporu ¢ a &islo Re sa vztahuju na Sasticu volne padajticu v neohraniée-
nej tekutine rychlostou rovnou hodnote mimovrstvovej rychlosti u a kde index p znaéi,
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Ze ide o prahové hodnoty. Hodnota exponentu Z sa pri 8asticiach mensich neZ 0,3 mm
silne zvédéSuje s klesajucim priemerom éastic, ale nezdvisi od povahy tekutiny. Pri &as-

v

ticiach vécésich nez 0,3 mm v pripade fluidizdcie vodou mé konStantni hodnotu pribliZne
4,6, kym pri fluidizéeii plynmi sa hodnota Z zmensSuje s rasticim priemerom Gastic.
O totoZnosti a rozporoch wvedenych vztahov

D4 sa dokazat, ze za urc¢itych podmienok st vSetky uvedené vztahy for-
malne totozné. Predpokladajme, Ze v§etky merania sa robili pri stalej teplote
a Ze len v tomto pripade na grafickom vztahu (1) dostaneme presna priamku.
Tento predpoklad vyplyva uZz priamo z price R. H. Wilhelma a M. Kwauka.
Ak totiz pripastame, Ze $tyri kritéria — (la) az (1d) — postacuji a si nevy-
hnutné pre kvantitativne opisanie pradenia vo vrstve, potom graf logRe proti
loge méa zmysel len vtedy, ak sa nemenia ostatné dve kritérid, pretoze plati:

f(Re, K p, K0 €) = 0.
Toto je pri fluidnej vrstve v podstate vZdy splnené, ak sa nemeni teplota.
Podla toho, ¢o sa hovorilo o povahe vztahu (1), mézeme pisat:
Re = Rey 70, (6)
z ¢oho po dosadeni za Re a vykrateni priamo dostaneme:
u=ugeo°. (7)
Rovnice (6) a (7) platia uz zrejme vSeobecne; aby sme vSak na grafe dostali
priamku, museli by sme v pripade premenne] teploty nanasat
(logRe — logRey) proti loge,
resp.
(logu — loguy) proti  loge.
Porovnanim rovnice (7) s rovnicou (4) nachadzame medzi nimi totoznost pre
k=1, (7a)
b = z,. (7b)
Ak Castica pada ustalenou rychlostou v neohrani¢enom viskéznom prostredi,
mbzeme pisat:
4 gd (0g—
t,— 28 (es ,Q‘)-, (8)
3orug
kde koeficient odporu ¢, pre jednotlivé oblasti mézeme vyjadrit v tvare:
k

=, 8
Ct R (8a)
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Rovnica (8) sa po dosadeni za u; a Re, z rovnic (6) a (7) zmeni na vztah:

zZ_(2—x)
k _ dgdles—en) ,° ) )
Re* 3 o5 u?

Rovnica (9) sa funkéne stotoziiuje s grafickym vztahom (3), ak
Z=1Zy(2—x). (9a)
Ak rovnicu (9) vyndsobime vyrazom Re?, dostdvame po Uprave vztah:

z, (2—x)

CRQ2 — 4 gda (QB—Qf) 43 e ; (10)

3 u?
tato rovnica mé platit pre Iubovolné e za predpokladu, Ze plati rovnica (9).
Pretoze rovnicu (10) méZeme pisat ako pre prahové pomery, tak aj pre Iubo-
volné iné, po vydeleni dvoch takychto rovnic dostaneme:

z, (2—x)

(CRe?), — u®(es— o1p) Op

{Re? by les—ed ey (¢

(g) : (108)
kde indexy p oznac¢uju hodnoty parametrov na prahu fluidizacie. Ak sa podas
celého merania teplota nemeni, plati zrejme vztah:

Z, (2—x)

CRe? (i) ) (10b)

mez)p - €p

Rovnica (10b) je totoZna s rovnicou (5) za predpokladu, Ze plati:
Z=12,(2—x). (10c)

Tymto je dokdzard a vymedzend totoznost vSetkych spomenutych vztahov.
Pretoze sa vSetky daja previest na tvar rovnice (9), majia exaktni platnost
len vtedy, ak koeficient trenia, modifikovany na tvar

4 gd (0s—e1) &
3 0f u?

’

v kazdom pripade sa rovna hodnote k Re—*, kde ¢islo Re je uréené priemerom
¢astice a mimovistvovou rychlostou tekutiny a konstanta imernosti k, ako
aj exponent -x odpovedaju hodnotdm, ktoré by patrili k ¢islu Re v pripade
padu castice v neohranidenej tekutine; napr. v lamindrnej oblasti je modifi-
kovany koeficient trenia 24 Re-!. Z toho vyplyva, Ze aj medze jednotlivych
oblasti prudenia by mali sthlasit s kritickymi hodnotami Re pre pad castice
v neohrani¢enom prostredi a hodnoty exponentov na symbole $pecifického
medzerového objemu vo vztahoch, ktoré udavajia jednotlivi autori, by mali
byt v presne definovanom pomere. Tento pomer vystihuju rovnice (7b),
(9a) a (10c), podla ktorych mézeme prepoéitat hodnoty b, z a Z na z,. Vysledky
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Tabulka 2

autor
W. K. Lewis E. W. Lewis I W. Brotz
oblast lamindrna 4,65 4,65 ’ vidsie nez 4,65
oblast prechodna 3,32 2,97 3,32
oblast turbulentné — 2,32 2,325

takého prepoctu st zabrnuté v tabulke 2. V idajoch réznych autorov st znaéné
rozpory. V tab. 1 hodnoty Re pod, ¢islom 4, 5, 7 patria do prechodnej a ¢iastoéne
do turbulentnej oblasti prudenia, pretoZe rozhranie medzi oboma v pripade
padu jedinej Castice v.neohranidenej tekutine je Re = 500. Hodnoty z,v pre-
chodnej a turbulentnej oblasti podla tab. 2 sa li§ia o dobre definovany na-
sobok; odakdvali by sme preto, Ze na grafe logRe proti loge dostaneme dve
pretinajice sa priamky. AvSak v skutoénosti vo vetkych troch pripadoch
vychddza len jedna pomerne dobre definovan priamka, pre ktora podla tab. 1
vychédza hodnota z, = 2,3. V prechodnej oblasti, kde podla tab. 2 ma byt
Z, = 2,97, budi medzi poziadavkou tab. 2 a nameranymi hodnotami znaéné
nezhody; pri ¢ = 0,5 je hodnota 0,528 o 599, visia nez hodnota 0,5%97 a do-
konca az o 1039, vidsia nez hodnota 0,5%32, Je zaujimavé, Ze ani jedna hodnota
Z, v tab. 1 z uvedenych troch pripadov nedosahuje velkost 2,97, akoby to
podla tab. 2 zodpovedalo prechodnej oblasti. Dalsia nezhoda je aj v samej tab. 2.
Napriklad medzi hodnotami uvadzanymi Brétzom a hodnotami ostatnych
autorov je v lamindrunej oblasti podstatny rozdiel zadsadného razu, pretoze
podla Brétza napr. pre éastice o priemere 0,1 mm je hodnota z, = 12,8 a pri
e = 0,6 je vyraz 0,645 a7 64,28-krat vissi nez hodnota 0,628, Aj v prechodnej
oblasti je medzi tidajmi réznych autorov znaény rozdiel v hodnotach z,;
hodnota 0,629 je az o 209, vidsia ne# hodnota 0,6%32, Tieto pripady hovoria
prinajmensom o vyskyte takych faktorov, ktoré velmi podstatne ovplyviiuja
vysledky merani.

O niektoryjch désledkoch tedrie podobnosts

Zisadnym nedostatkom opisanych vztahov z teoretického hladiska je de-
finicia kritickych hodnét ¢&isla Re, ktoré ohraniéuju jednotlivé oblasti. E. W.
Lewis [8] tvrdi o kritickej hodnote Re, ktorad charakterizuje rozhranie medzi
laminirnou a prechodnou oblastou, ze Re, = 2. Cituje aj literattru, podla
ktorej je tomu tak aj pri pouziti Stokesovho zédkona na kvantitativne opisanie
padu Castice v neohranidenej viskéznej tekutine. Toto tvrdenie prekvapuje,
pretoze v klasickych pracach sa uddva znadéne nizgia hodnota. Napriklad N. A.
Figurovskij [9] udédva podla Rayleighovho grafu presnii hodnotu Re, = 0,2
a pripustni hornd hranicu pouZiteInosti Stokesovho zdkona Re = 0,5. Rov-
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nako aj J. H. Perry [10] uvddza hodnotu Re = 0,3 ako maximalnu, pri ktorej
sa d4 eSte presne pouzit Stokesov zdkon; pri hodnote Re = 2 je uz koeficient
odporu o 209, vidsi, nez by to zodpovedalo lamindrnej oblasti, t. . vyrazu
24 Re-1, Z toho vyplyva, Ze ak E. W. Lewis nasiel pri spracovani experimen-
talnych hodnot kritické ¢islo Re, = 2, treba z toho urobit uzdver, Ze lamindrna
oblast sa posunula smerom vicsich &isel Re v porovnani s aplikovatelnostou
Stokesovho zdkona. Merania, ktoré som vykonal, ukazuju, Ze niet stalej kritic-
kej hodnoty &isla Re, definovanej mimovrstvovou rychlostou a priemerom
castice. Ak by ostatné parametre Castic a kvapaliny ostali nezmenené a menil
by sa len priemer CGastic, posunovala by sa kritickd hodnota Re, s rasticim
priemerom do oblasti vyssich ¢isel Re. To znamend, Ze hodnota éisla Re nie je
postaéujicim kritériom pre dynamickd podobnost pri pradeni tekutiny vo
fluidnej vrstve.

Tato skutoénost neprekvapuje a vyplyva uz zo samej tedrie podobnosti
bez akychkolvek experimentalnych zisteni. Kazdy fyzikalny zakon mézeme
vlastne povazZovat za vztah medzi kritériami podobnosti a mézeme ho vy-
jadrit v kriteridlnej forme. Na zdklade rydzo dynamickych tvah sa d4 odvodit
matematicky vzfah, ktory opisuje pad castice v neohrani¢enom prostredi
(pri ustalenej rychlosti), a d4 sa napisat v kriteridlnej forme:

_ 4gd(es—or)

Ak vyraz g(o, — o;) pokladame za jediny parameter (éo je uplne opodstat-
nené, pretoze hodnota g ma v tomto pripade jednoznaény fyzikdlny zmysel
len v spojeni s rozdielom hust6t castic a tekutiny), mame vlastne piat paramet-
rov, ktoré sa daju vyjadrit tromi rozmermi. Tychto paf parametrov predpo-
kladé teda podla n-teorému dve kritéria podobnosti; rovnicu (11) mézeme preto
pisat napr. v tvare:

f(Re, dg (95—2 o1) ) —o0. (12)
es U

Pretoze tplnad podobnost vyzaduje éiselnd rovnost rovnako oznacenych kri-
térii podobnosti, buda dva pripady padu Castice v tekutine vtedy uréite po-
dobné, ak dokdzeme, Ze maji rovnaké aspon jedno z oboch kritérii v rovnici
(11); podla tejto rovnice musia mat totiZ rovnaké aj druhé kritérium, pretoze
ide o rovnicu s jednou nezavisle premennou. Rovnost ¢&isla Re je teda v tomto
pripade tplne postacujicou podmienkou podobnosti, preto koeficient odporu
je jednoznacne definovany éislom Re. Rovnicu (11) méZeme pisat aj v tvare:

3 J—
£, (Re’ d g(esy2 o1) e:) —o,
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kde druhé kritérium (oznadované casto ako Ar, t. j. Archimedovo) vzniklo
uréitou kombinédciou obidvoch kritérii, vystupujacich v rovnici (11). Pretoze
aj na tito rovnicu sa vztahuje v8etko, éo sa uz predtym povedalo, ku kazdému
¢islu Re patri len jedind hodnota kritéria Ar a naopak. Na tomto sa zaklada
napr. pouzitie a zostrojenie znameho Ljas¢enkovho grafu.

Avsak len ¢o pri procesoch pribudnu dalsie vplyvy, ktoré musime vyjadrit
novymi kritériami podobnosti, cela problematika podobnostl sa skomplikuje.
Predpokladajme, Ze simplex

resp. vyraz

¢o je vlastne Specificky medzerovy objem, dostatoéne vyjadruje vietky tie
vplyvy, ktoré pribudni pri prechode od padu jedinej ¢astice v neohranidenej
tekutine k prudeniu tekutiny vo fluidnej vrstve. V tomto pripade mézeme pisat:

dg (es— 1)
fz (Re, —9%172—', E) =0. (123)

Ak tato rovnica sta¢i na matematické vyjadrenie pradenia a teda aj na vyjad-
renie podobnosti, podobnost pradenia v dvoch fluidnych vrstvach bude vtedy
uplna, ak v obidvoch pripadoch rovnako oznaéené kritéria buda mat rovnaké
c¢iselné hodnoty. Preto uplne postacuje dokéazat, ze tito podmienku &iselnej
rovnosti spliiuja dve Iubovolné kritérid, pretoze vtedy podla rovnice (12)
ju musi spliiovat aj tretie. KedZe rovnicu (12) mézeme pisat aj v tvare:

F (Re, Ar,¢) = 0,

na grafe logRe proti loge budi mat vietky namerané hodnoty vtedy rovnaku
polohu, ak Gastice i tekutina spliiuji podmienku éiselnej rovnosti a konstant-
nosti kritéria Ar. Ak totiz vezmeme potom pre vSetky tieto pripady Iubovolné
realne ¢ (redlne v tom zmysle,Ze mu zodpovedd uréitd expanzia fluidnej vrstvy),
je uz Cislo Re jednoznadne uréené.

Majme niekolko pripadov s rozli¢énou hodnotou kritéria Ar! Predpokladajme,
ze vo vSetkych tychto pripadoch na grafe logRe proti loge mézeme najst dve
oblasti pradenia, napr. lamindrnu a prechodni. Toto sa prejavi tak, Ze pre
kazdy pripad dostaneme dve pretinajice sa Ciary. PretoZe uréitej diselnej
hodnote kritéria Ar zodpoveds jednoznaéne definované dvojica éiselnych hod-
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not kritérii Re a ¢, neméze nastat ani v kritickych oblastiach tiplna podobnost,
pretoZe potom by muselo byt:

Rey; = Rego = ... == Rey;
a taktiez
Ex] = Ex2 = ... = Ekp»
¢o nie je mozné, pretoze podmienkou tejto rovnosti je:
Ar, = Ar, = ... = Arp,
kym vo v8etkych tychto pripadoch platia nerovnosti:
Ar, 5 Ary 5 ... #~ Arp.

Na to, aby sa uplna podobnost porusila, postaduje, aby boli rozne kritéria Ar.
Z toho moéZeme urobit uzaver, ze kritickd hodnota Re, je ¢iselne rovnaka
vo vSetkych pripadoch, kde je rovnaké kritérium Ar. Pre pripady s réznou
hodnotou kritéria Ar zrejme plati:

Rey = F (Ar). (12 b

Konkrétny tvar rovnice (12b) treba urégit experimentalne.

Zaver

Rozdelovanie oblasti pradenia kvapaliny vo fluidnych vrstvdch na lami-
narne, prechodné a turbulentné podla urditej, pre rozne pripady kon§tantnej
kritickej hodnoty ¢isla Re nem4 teoretické opodstatnenie ani fyzikdlny zmysel,
pretoze ku kazdému ¢éislu Re patri len jedind dvojica &isel Ar a ¢, ked je dy-
namicka podobnost splnend. Preto rovnicu (12) nemozno vo vSeobecnosti
pisat v tvare rovnice (9), ale treba pre fiu hladat presnejie vyjadrenie, pre-
toZe ide o kvalitativne odliny proces v porovnani s padom dastice v neohra-
ni¢enej kvapaline. Ak v ur¢itych pripadoch rovnica (9) vystihuje experimen-
talne namerané zavislosti v medziach uréitych chyb, nemozno to od nej oca-
kavat vo vSeobecnom pripade. Treba upozornit na to, Ze vieobecnd aplikicia
rovnice (9) mdze viest k znaénym chybam. Okrem toho porovnanie tabuliek
1 a 2 ukazuje, Ze aj vysledky aplikdcie na pripady pri tych hodnotach Ar,
ktoré boli pouzité na experimentilne overenie rovnice (9), st znaéne neuréité,
pretoze price réznych autorov viedli k roznym vysledkom, a nie je isté, ktoré
udaje st spravne. Toto plati aj o aplikécii vztahov ostatnych autorov, pretoze
vetky sa daju previest na tvar rovnice (9).

Suhrn

V ¢lanku sa poukazuje na totoZnost réznych foriem vztahov, ktoré niektori
autori uddvaju pre pridenie kvapalin vo fluidnej vrstve. Na zaklade tejto
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totoznosti sa porovnéva, do akej miery siv tychto vztahoch zodpovedajt hod-
noty exponentov na symbole $pecifického medzerového objemu, a zistuje sa,
ze niektoré tdaje si znaéne odporujt. Uvahou na zéklade teérie podobnosti
sa dokazuje, Ze pre prudenie vo vrstvach Castic nemozno medze jednotlivych
oblasti vo vSeobecnosti vystihnat urditou konstantnou hodnotou kritického
c¢isla Re, ako to predpokladd charakter prac R. H. Wilhelma, M. Kwau-
ka, K. W. Lewisa a spol.,, E. W. Lewisa, E. W. Bowermana a W.
Brotza. VSeobecnou tvahou sa pre kritickt hodnotu é&isla Re odvodzuje
vztah:
Re, = F (Ar),

kde Ar je ¢islo Archimedovo. Tato zavislost potvrdzuje séria autorovych prac,
ktoré budidi uverejnené neskorsie.
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