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ROVNICE PRE VYJADRENIE FAZOVYCH ROVNOVAH

JAROSLAV DYKYJ

Vyskumny tstav pre petrochémiu v Novédkoch

Uvod

Pre analytické vyjadrenie fazovych rovnovah, najmé rovnovah kvapalina—
—para navrhli rozliéni autori také velké mnozstvo rovnic, Ze prislusna lite-
ratura sa stdva neprehladnou. Preto v poslednom ¢&ase sa objavuju pokusy
priviest aspon ¢ast tychto rovnic na spoloént zakladnu. Prvy takyto pokus
urobil K. Wohl [16]. Na zdklade urditych predstav o dodatkovej moélovej
volnej zmieSavacej entalpii odvodil rovnicu, ktord udava vztah medzi akti-
vitnym koeficientom zlozky a zloZenim roztoku. Pritom ukazal, Ze doteraz
pouZivané rovnice, napriklad rovnica Margulesova [9], van Laarova [7],
Scatchard—Hamerova [13] st osobitnym pripadom novej, vieobecnejsej
rovnice. Najnovsie navrhol E. Hala [4] diste empiricky rozvoj pre vztah
medzi relativnou prchavostou a zloZenim roztoku. Dokézal, Ze napriklad
rovnica Prahlova [11], Clarkova [1], Mayova a Lewisova [8], Wal-
lova [15], dalej rovnice C. B. Kretschnera a Wiebeho [6], J. H. Spin-
nera, B. C. Y. Lu a W. F. Graydona [14] sa daji odvodit z jeho rovnice.
Napriek tomu ostava este dost podetna skupina rovnic, ktoré sa doteraz ne-
podarilo zahrnit ani do Wohlovej alebo Halovej rovnice a vytvorit z nich
samotni skupinu rovniec.

V tejto praci sa pokusime ukazat, Ze okrem rovnic, ktoré zhrnul Wohl,
mo#no do tej istej skupiny zaradit niektoré daliie rovnice. Dalej ukiZeme,
v ¢om sa lisi Halova rovnica od Wohlovej rovnice.

Uprava Wohlovho rozvoja
Zékladom Wohlovej rovnice je uréitd predstava o dodatkovej moélovej volnej zmiesa-

vace] entalpii [16], ktori autor vyjadruje ako funkeciu zloZenia zmesi. Wohlov rozvoj
pre dodatkovii entalpiu bindrnej zmesi mézeme napisat v tvare
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V rovnici (1) z, a z, su tzv. efektivne objemové zlomky zloziek 1 a 2:

. 1G9, " e o T2, s
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kde ¢, a g, st tzv. efektivne mélové objemy zloZiek. Na rozdiel od parcidlnych mélovych
objemov povazuje Wohl efektivne mélové objemy za kon$tantné, t. j. nezédvislé od kon-
centrédcie. Velidiny ¢, a ¢, su preto empirickymi kon§tantami rovnice (I).

@12y By12 Qg0 atd. s konstanty, ktoré maja vyjadrovat mieru interakeie v jednotlivych
skupindch molekul. Koeficient a,, je mierou interakcie medzi dvojicami molekul, koe-
ficienty ay;, & a,,, medzi trojicami atd. Cisla, priradené jednotlivym koeficientom, stuvisia
s po¢tom kombinécii, ktoré méze vytvorit kazdd skupina molekidl. V pripade bindrnych
stustav mozno napriklad vytvorit dve rozli¢né trojice: 2 molekuly prvého druhu + 1 mo-
lekula druhého druhu a 1 molekula prvého druhu + 2 molekuly druhého druhu. Prvé
trojica méze dat tieto kombindcie: 112, 121 a 211. VSetky tieto kombindcie povazuje

Wohl za rovnocenné, preto pred koeficientom a,,, stoji ¢&islo (?) =3

Ak v rovnici (I) volime dostato¢ne velké m, zahrnuje rovnica nielen interakeciu medzi
susednymi molekulami, ale aj silové pésobenie urditej molekuly na vzdialenejsie molekuly.
Z rontgenovych spektier kvapalnych roztokov vyplyva, ze Struktura roztokov, najmé
ak jednou zlozkou je poldrna ldtka, je velmi zlozitd a Ze nestaéi uvazovat silové posobenie
napriklad len dvoch susednych molekudl. Pri roztokoch, kde mozno ocakdvat vicsie
odchylky od Raoultovho zdkona, bolo by potrebné uvazovat aj éleny, ktoré vyjadruji
interakeiu pocetnejsich skupin molekul.

Z vyrazu pre uhrnnd, resp. mélovi dodatkovi zmieSavaciu volnd entalpiu mozno
derivovanim podla n,, resp. podla n, vypoéitat aktivitné koeficienty zloziek:
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Ak do rovnice (2), resp. (2a) dosadime namiesto moélovej dodatkovej zmiesavacej
volnej entalpie Wohlov rozvoj [1], dostaneme rovnicu, ktord udédva zédvislost logaritmu
aktivitného koeficienta zlozky od zloZenia roztoku.

Aby bolo mozné rovnicu (I) derivovat podla n,, resp. n,, nahradime na Iavej strane
rovnice %, a x, vyrazmi:

7, N
By == a Ty =T —
1 7y + Ny 2 Ny + Ny

a na pravej strane rovnice dosadime:
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Dosadenim a dal$ou upravou napokon dostaneme:
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Analogicky
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Vo vSetkych ¢lenoch rovnice (4) a (£a) sa vyskytuju éinitelia:

L S res _ Mgy
gy + N9 P MGy + Nags

ktorych mézeme nahradit vyrazmi:

Zq, res Tofa
¢ + 229. P ¢y + 292

Dostaneme tak vztah medzi logaritmom aktivitného koeficienta zlozky a moélovym
zlomkom:

(z9,)*

log y, = ( )alz(h (x,q1 +2 ;’ﬂz)z + (5)
(:91)

log y; = ( )aszz (@, _li_lxzqz)z + (ba)

Ak pravi stranu rovnice (5), resp. (§a) uvedieme na spoloéného menovatela, ak nahra-
dime x, = 1 — z; a zluéime v ¢itateli éleny, ktoré obsahujui premennt z, s rovnakym
exponentom, dostaneme vyraz, ktory mdézeme skrdtene napisat:

q 7 ; ;
log y, = (g + (%i"h)zl]m {0‘0 + a4z, + + “mxlm} (6)
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9.
[g2 + (1 — o), ]

log y, = {ﬁ @y + faxd + + ﬂmxxm} (6a)
Koeficienty o, ., ..., i, B, atd. st funkciami velidin g¢,, ¢, a koeficientov medzi-
molekulovej interakeie a,,, a,,, atd., napriklad:

oo = m [(2) Ayo ‘f'( ) 122 ( Qrae + --. + (,mm ) Q29 - 12]

Rovnice (6), resp. (6a) stt vSeobecnym tvarom Wohlovej rovnice. Zavedenim rozli¢-
nych zjednodusujicich predpokladov mozno z nich odvodit napriklad Margulesovu,
van Laarovu alebo Scatchard—Hamerovu rovnicu [5]. VSetky tieto rovnice uddvaju
vztah medzi aktivitnymi koeficientami zloziek a zloZenfm roztoku.

V praxi st éasto vyhodnejsie rovnice, ktoré neuddvaju zdvislost aktivitnych koefi-
cientov, ale zavislost relativnej prchavosti o od zloZenia.

Ak plynnd féza je idedlna, mézeme pisat:

__Pl.wg 7
*=P, "z (7)

kde P, a P, je parcidlny tlak prislusnej zlozky. Pre neidedlne roztoky plati:

P; = ywiP} (8)
(P; — tlak ¢istej zlozky ¢). Preto
]
i P
=T 2 @
Logaritmovanim (9) dostaneme:
P
log a = log Pe + log ¥, — log y, (10)

Ak do rovnice (10) dosadime vyrazy pre logaritmy aktivitnych koeficientov (6) a (6a),
ktoré vyplyvaju z Wohlovho rozvoja, dostaneme:

PY | quoo + oy + oo+ 0 @) — go(Bami + fixt + ... + B,2T)

log a = log_P_;’ + q: + (g1 — g2)27 )
alebo
Py oy + %y + ...+ o™
loga =106 g + By Tim +  + by e
kde

ap = oxqy — B

b, =(7£)q§”"‘(ql — @)t

Pri izotermickych rovnovéhach je pomer tlakov &istych zloZiek takmer konStantny
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Novi konstantu K mézeme zludit s vyrazom pre pomer aktivitnych koeficientov a dosta-
neme:
_ K(bs + by + ..+ bal) + oo + 0@+ L o™
= by F blm +  F G =

a; +aizi + 4 apa?
T b+ biw + bl

log «

(13)
kde
a; = o + Kby,

Ak ditatela aj menovatela rovnice (13) vy delime koeficientom a;,, dostaneme rozvoj
pre relativnu prchavost v koneénej forme:

1 . 1+ ax; + ... + ape?
ogx= b, + b, + + by’

(14)

kde
o ;
ayp = — = 5
k=g by @

Diskusia o rovnici (14)

Koeficienty ¢itatela rovnice (I4) su funkciami kons$tant, ktoré vyjadruja
interakeiu v jednotlivych skupinach molekil a efektivnych mélovych ob-
jemov ¢, a q,. Pocet tychto konstant prevySuje podet koeficientov v éitateli,
preto koeficienty @, od seba nezivisia. V menovateli st koeficienty funkciami
Wohlovych efektivnych mdlovych objemov, ktoré Wohl povazuje za konstant-
né. Preto pri bindrnych zmesiach od seba nezavisia len koeficienty

gz 9z 9 —q2)

- =7
b, ; a b, n a’

Vsetky dalsie koeficienty by sivisia s koeficientami b, a b, vztahom

m\ q¥ (g — )k my bk
(B () 2

Keby sme vS8ak v rovnici (14) nahradili efektivne mélové objemy parcial-
nymi, ktoré st funkciami koncentracie, mézu sa stat nezavislymi aj vSetky
koeficienty menovatela.

Delenim ¢itatela rovnice (I4) menovatelom dostaneme nekonedény rad:

loga = A, + 4,2, + Ai+ in inf., (15)
kde napriklad:

1 bo—0 b —b,) — —
A, = - 4 = 2 ob2 1 A, = bo(asho — by) - by(aybo — by) atd.
o ° °
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Rovnica (15) je totoZnd s rozvojom, ktory navrhol B. F. Dodge [2]:

« = exp(b + 2cx, + 3da? + ...) (16)
Je zrejmé, Ze
Ay =pb, A, =2, A,=3ud atd,
kde u je modul pre prevod dekadickych logaritmov na prirodzensé.
Velmi blizko k Wohlovmu rozvoju je aj Redlich—Kisterova rovnica [12].

Redlich a Kister navrhli pre logaritmus pomeru aktivitnych koeficientov
T0ZVOj

2 )
log 2t = 2l ol —w) [b + o2, — 1) + d(2e, — 1)t + ..}, (17)
Y2 2%, )
kde b, ¢, d, st empirické konstanty. Po derivacii moZeme pravi stranu

rovnice (I7) upravit na tvar polynému v z;; napriklad Redlich—Kisterovu
rovnicu s troma konstantami mézeme upravit takto:

log %’)‘; — (b—c +d) + (—2b + 6c — 10d)x, + (—6c + 24d)a® — 16da? (18)

Analogicky vyraz mozno odvodit z Wohlovho rozvoja. Z rovnice (12)
vyplyva:

% + oy + ...+ apz’t
by + bz, + + b2t

Y1
log £ — 19
og 7 19)

Ak delime &itatela menovatelom, prejde prava strana rovnice (19) v polyném
log% — A} + Alm, + At + (20)
2

éo je analogon Redlich—Kisterovej rovnice. Rozdiel medzi rovnicou (20)
a Redlich—Kisterovou rovnicou (18) je len v tom, Ze polyném (20) ma vetky
koeficienty 4,, 4;, od seba nezavislé, zatial ¢o n-¢lennd Redlich—Kiste-
rova rovnica ma len (n — 1) nezavislych empirickych koeficientov. V rovnici
(18) mozno napriklad koeficient pri a8 vypoéitat z prvych troch koeficientov.

Pre vyjadrenie fizovych rovnovah dvojzlozkovych stistav navrhol E. Hala
[4] empiricky rozvoj:

14+ a2 + a.2f 4 ... + g™
Ay + Boaot Apa¥: + + amnx:

&= (21)
Ak dosadime do menovatela z, = 1 — x,, mdZeme rozvoj napisat aj takto:

14 ax + ... + apxy™
*= bo + by, + =+ bpt

(22)
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n n
by = Zazk s b =— Z(]lc) Aok bpy =(—1)n? Z(n i 1 )aek ,

k=0 k=1 k=n—1

n = (—1)"asm

Ako vidiet, Halov rozvoj (22) md mnoho spoloéného s rovnicou (14). For-
malny rozdiel medzi obidvoma rovnicami je najmi v tom, Ze na lavej strane
Halovho rozvoja je « a nie log «, ako je to v pripade rovnice (14). Okrem toho
volil Hala v ditateli a v menovateli polynémy rézneho stupna, kedZze v rov-
nici (I4) st polynémy rovnakého stupna. Pri praktickych vypoétoch je tento
rozdiel bezpodstatny, koeficienty obidvoch rovnic st empirickymi koeficien-
tami, ktoré sa poditaji z experimentdlnych tudajov. KedZe experimentalne
udaje st priblizné &isla, volba poétu élenov v gitateli a v menovateli je Tubo-
volnd a zavisi od presnosti, s akou chceme reprodukovat experimentilne
hodnoty. Pre praktické udely mézeme preto povazovat pravi stranu obidvoch
rovnic za rovnakid. Na rozdiel od Halovho rozvoja je rovnica (14) odvodena
v urditej fyzikalnej predstavy o dodatkovej volnej zmieSavacej entalpii.

Zaver

Haélov rozvoj a rovnice, ktoré sa daji odvodit z Wohlovho rozvoja pre do-
datkovi volni zmieSavaciu entalpiu, zhrnuji prakticky vSetky rovnice,
ktoré sa pouzivaji na analytické vyjadrenie fazovych rovnovah, najmé
rovnovah kvapalina—para. Existujd, pravda, rovnice, ktoré sa nedaji za-
hrnit do niektorej z diskutovanych skupin. Prikladom méze byt Norrish—
—Twiggova rovnica [10], ktord vS8ak nem4 vieobecni platnost: podla idajov
samotnych autorov nehodi sa pre sistavy, kde jednou zlozkou je voda. Okrem
toho sa na niekolkych prikladoch ukézalo [3], Ze Norrish—Twiggova rovnica
nema nijaké prednosti pred Hélovou rovnicou.

Rovnica (22) a rovnica (14) zhrnuji teda prakticky vSetky rovnice. Z prak-
tického hladiska by bolo velmi zaujimavé zistit, ktord z obidvoch rovnic
lepsie reprodukuje experimentdlne tidaje, pretoZe presnost reprodukeie pokus-
nych tidajov zavisi nielen od poétu konstdnt v rovnici, ale aj od tvaru funkecie.

Symboly

AGE — Yhrnng dodatkovs volnéd zmieSavacia entalpia
AGE — mélové dodatkovd volnd zmieSavacia entalpia
7y, n, — podet mélov zlozky 1, 2
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P,, P, — parcidlny tlak zloziek 1, 2 nad roztokom
P;, P, — tlak pér &istych zloziek 1, 2

¢1, 4. — efektivne mélové objemy zloziek 1, 2
R — plynové konstanta

T — absolatna teplota

z,, x, — molové zlomky zloziek 1, 2

2, 2, — efektivne objemové zlomky zloziek 1, 2
o« — relativna prchavost

1, ¥ — aktivitné koeficienty zloziek 1, 2

Stahrn

Z Wohlovho rozvoja pre dodatkovd volnd zmieSavaciu entalpiu sa odvodila
rovnica, ktord udava vztah medzi relativnou prchavostou a zloZenim binér-
neho systému. Dokazalo sa, Ze z Wohlovho rozvoja moZ#no odvodit nielen
Margulesovu, van Laarovu a Scatchard—Hamerovu rovnicu, ale aj rovnicu
Dodgeovu a s uréitym obmedzenim i Redlich—Kisterovu.

Rovnica pre relativnu prchavost, odvodena z Wohlovho rozvoja, je formalne
blizka Halovej rovnici. Pravé strany obidvoch rovnic st prakticky rovnaké
a predstavuji zlomok, kde v &itateli a v menovateli si polynémy v z,. Na lavej
strane Halovej rovnice je relativna prchavost «, kym v rovnici, odvodenej
z Wohlovho rozvoja, je log a.

Prakticky vSetky rovnice pre vyjadrenie fazovych rovnovah, najmé rovno-
vahy kvapalina—para sa daju alebo odvodit z Wohlovho rozvoja pre dodat-
kovi volni zmieSavaciu entalpiu, alebo st osobitnym pripadom Halove]
rovnice. Preto tieto rovnice mézeme rozdelit do dvoch velkych skupin.

VPABHEHUST JI BBHIPAMKEHU A ®A30BBIX PABHOBECHIT
AAIPOCJIAB QUKNN

llccaegoBaTes1bCKMIT MHCTHTYT Ju1s neTpoxumui B HoBakax

13 psaga Bois s [OMOJHUTCIBHOM ¢BOOOjIHOI SHTANBIMM cMclleHHs OBLLIO BbI-
BEJICHO ypaBHEHMe, KOTOpoe OINpeJesisieT COOTHOINCHHE MEIY OTHOCHTENIBHOH JIeTYuCcThIO
M cocTaBoM OMHapHOTO cucTeMa. DBruio mokasaHo, uto m3 psi;ia Bons MOMHO BoniBecTH
He TOJILKO ypaBHeHHst Mapryneca, Bam-ilapa m Ckaruapg—Il'amepa, Ho Tose ypaBHeHHe
Homxa a ¢ onmpejleJIecHHLIM OIDaHHYECHUEM Toe ypaBHeHUe Pe;iiimx—Ructepa.

VYpaBHeHMe N5 PeNaTUBHOMH JICTYYecTH, BEIBeJeHHOe U3 psijta Bons QopmanbHo 6ius-
Koe ypasaenuio I'ajia. IlpaBbie cTOpOHBI 000MX ypaBHeHHII NPAKTHYCCKE PaBHLIE H Ipejl-
CTaBJAIOT 00011 JipoOb, Tfje B uMCJIMTENe M B 3HAMEHAaTelle HAXO(ATCH HOJMHOMLI B ;.
Ha nesoii cropone ypaBHeHus: ['asia oTHOCHTeIBHAs JIETYYECTL o, NOKA YTO B ypaBHCHHII,
oTBefieHHOM 3 psia Bosisi Haxopures log e.

[lpaxTHyecku, Bce YpaBHCHHs [UIsl BHIpasKeHUs1 (Pa30BLIX PABHOBeCHIl, 0COOGHHO PaBHO-
BCCHsI JKHUKOCTb—IIAD, MOKHO BLIBECTH U3 psama Boiss s A0NonHHTeNLHOI ¢BOOOJHOTE
SHTAJLIMN CMCLIMBAHMSA MJIA KE OHM fIBJIAIOTCSA 0coObIM ciryyaeMm ypaBHCHHs lama. ITH
YpaBHEHHsI BO3MOKHO NOTOMY Pa3[esUTh HA JiBe BEJIMKHUC I'DYHIILI.

Ioctynuno B pegarimio 2. 11. 1960 r.
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GLEICHUNGEN FUR DIE DARSTELLUNG
DER PHASENGLEICHGEWICHTE

JAROSLAV DYKYJ

Forschungsinstitut fiur Petrochemie

Aus der Wohlschen Entwicklung fiir die zusétzliche freie Mischungsenthalpie wurde
eine Gleichung abgeleitet, welche die Beziehung zwischen der relativen Fluchtigkeit
und der Zusammensetzung des bindren Systems angibt. Es wurde gezeigt, dass sich aus
der Wohlschen Entwicklung nicht nur die Margulessche, die van Laarsche und die
Scatchard—Hamersche Gleichung ableiten lassen, sondern auch die Dodgesche, und —
mit einer gewissen Einschriankung — auch die Redlich—Kistersche Gleichung.

Die Gleichung fiir die relative Fliichtigkeit, abgeleitet aus der Wohlschen Entwicklung,
ist formal nahe zur Hélschen Gleichung. Die rechten Seiten beider Gleichungen sind
praktisch gleich und stellen einen Bruch dar, in welchem im Zihler und im Nenner
Polynome in z, stehen. Auf der linken Seite der Hélschen Gleichung steht die relative
Flichtigkeit o, wihrend in der von der Wohlschen Entwicklung abgeleiteten Gleichung
der Ausdruck log « steht.

Praktisch lassen sich alle Gleichungen fiir die Darstellung der Phasengleichgewichte,
namentlich die Gleichgewichte Flissigkeit—Dampf, entweder von der Wohlschen Ent-
wicklung fiur die zusétzliche freie Mischungsenthalpie ableiten, oder sie stellen einen
besonderen Fall der Hélschen Gleichung dar. Man kann deshalb diese Gleichungen in
zwei grosse Gruppen einteilen.

In die Redaktion eingelangt den 2. 11. 1960
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